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0.1 Abstract

Seven note scales in the twelve tone chromatic gamut are investigated follo-
wing three directions. The sizes of their catalogues are computed with respect
to affine relations (the action of the cyclic, dihedral and affine groups) as well
as partitions generated by the Z-relation and permutations of the intervallic
structure and content. Then we turn to the mathematical foundations of the
diatonic bell, a graphical representation of such catalogues introduced by Pierre
Audétat. Every possible scale is compared with the diatonic scale, using links
between the chromatic cyclic groups and a model of the heliz of fifths based on
integer distances measured in fifth starting from the D key, which sits on the
centre of the cycle of fifths. Finally, the seven note scales are compared using
the discrete Fourier transform, showing their geometric properties.

Keywords : mode, scale, set theory, diatonic, Pélya’s theorem, Burnside’s
lemma, cycle of fifths, symmetry, generated scale,maximally even scale, discrete
Fourier transform.

0.2 Résumé

Trois aspects de ’étude des échelles a sept notes et de leurs modes dans un
total chromatique de douze notes sont abordés dans ce travail. Tout d’abord la
taille d’un catalogue est calculée a ’aide du lemme de Burnside et du théoreme
de Polya, en tenant compte des équivalences par action des groupes cyclique,
dihédral et affine. La Z-relation, la relation par permutation de la structure in-
terevallique (Estrada) ainsi que par permutation du contenu intervallique (une
variante) sont également passées en revue. Ensuite, la représentation graphique
du catalogue telle que proposée par Pierre Audétat avec sa cloche diatonique
est formalisée mathématiquement. Chaque échelle est comparée a I’échelle dia-
tonique au moyen de la modélisation traditionnelle du monde chromatique par
un groupe cyclique, et du monde diatonique par une hélice des quintes, en fai-
sant correspondre a chaque note sa distance en quintes par rapport au ré, qui
occupe une position centrale dans le cycle des quintes. Finalement, les propriétés
géométriques des différentes échelles sont comparées a ’aide de leur transformée
de Fourier.

Mots clé : mode, échelle, set theroy, théorie diatonique, théoreme de Pdlya,
lemme de Burnside, cycle des quintes, symétrie, gamme monogene, gamme bien
répartie, transformée de Fourier discrete.
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Chapitre 1

Introduction

La tour diatonique, la plus vénérable, était le donjon de la citadelle.
On posait DO RE MI FA SOL LA SI DO, et la gamme diatonique
entrait toute armée dans la garnison de lartisan compositeur. [...]
Quant aux tours modales, si puissantes lors du plain-chant, elles
n’étaient plus que des bastions.

E. Costere, Mort ou transfiguration de l’harmonie, 1962.

Composante essentielle du jazz puis de la musique populaire, les modes sont
redevenus d’actualité au début du vingtieme siecle pour certains musiciens issus
de la tradition classique. Debussy, Barték, Stravinsky Hindemith ou Messiaen
voyaient la un moyen d’échapper au carcan tonal en reprenant les principes
issus du plain-chant. Nul besoin de revenir aux modes ecclésiastiques de 1’échelle
diatonique, la gamme par tons ou les modes a transposition limitées constituent
des exemples convaincants des possibilités qu’offre I’extension du systéme modal
a d’autres échelles. Pourtant, une théorie aussi aboutie que celle de I’harmonie
fait encore défaut. Les modes n’ont pas encore livré leurs derniers secrets, sans
doute parce qu’on ne leur a pas consacré 'attention qu’ils méritaient. A défaut
d’en permettre une compréhension approfondie, ce travail se propose d’étudier
un outil qui en permet ’exploration systématique.

Fruit d’un patient travail de collectionneurs ou résultat systématique de la
combinatoire, les catalogues d’échelles et d’accords se présentent sous forme de
liste de chiffres ou de notes, et peuvent rebuter par leur aspect aride. La cloche
diatonique mise au point par Pierre Audétatﬂ répond a ce probléme en proposant
une représentation graphique de la totalité des 492 modes des échelles a sept
notes. Compacte et détaillée, elle permet une vision globale de I’ensemble du
catalogue, sans rien perdre de sa structure ni de sa complexité locale.

IMusicien, compositeur et professeur au Conservatoire de Lausanne-Haute Ecole de Mu-
sique (CdL-HEM). Un premier document de 2007, interne & cette institution, expose ses
travaux sur le sujet, réalisés les années précédentes de maniere indépendante (Audétat),[2006)).
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Véritable atlas des modes, elle se lit comme une carte de géographie, de sorte
que la consultation, la navigation, la comparaison entre modes s’en trouvent
facilitées.

Le présent travail, réalisé au sein de I’équipe des représentations musicales de
I'TRCAM, s’attelle a la formalisation mathématique de la clocheﬂ Le chapitre
[2] pose les définitions des objets étudiés. On y présente les échelles et modes
a sept notes dans un total chromatique a douze notes, ainsi que leurs trans-
formations et relations d’équivalence. Tels sont les deux ingrédients nécessaires
au calcul de la taille et a I’établissement d’un catalogue a 1’aide de moyens set
théoriques. La chapitre 3| traite spécifiquement de la cloche diatonique. On y
trouvera la construction des représentants des classes d’échelles et des modes
qui la constituent. Le chapitre [4] caractérise les différentes échelles au moyen
de la transformée de Fourier discréete (TFD) et étudie les corrélations entre ces
différents indices et l'ordre linéaire induit par la cloche entre les poles diato-
nique et chromatique. On trouvera en annexe les tables completes des figures
illustrant les différentes échelles et leur transformée de Fourier, ainsi qu'un bref
extrait de I’exploration combinatoire empirique des problemes d’optimisation
du chapitre

1.1 Etat de ’art

Luigi Verdi dans “L’Histoire de la Set Theory d’un point de vue européen”
(Andreatta et all |2008) présente un panorama complet des tentatives succes-
sives d’établir un catalogue d’accords ou d’échelles, qui se réduisent dans cette
théorie a des agrégats de classes de hauteurs. La plupart de ces recherches se
sont concentrées sur la microtonalité, soit sur un total chromatique ¢ différent
de nos douze demi-tons habituels, ou encore sur la division de 'octave en d
parties égales, d prenant d’autre valeurs que les sept degrés de la gamme ma-
jeure ou mineure, notamment des diviseurs de douze, ce qui permet par exemple
I’'utilisation des modes a transposition limitée, chers a Messiaen.

La premiere taxonomie d’échelles & sept notes remonte a Busoni| (1907)
qui parvient par variation de la structure intervallique a en dénombrer 113,
mais une distinction claire entre échelles et leurs modes fait encore défaut. Suit
un deuxieme catalogue d’accords & sept notes de Haba) (1927)), incomplet lui
aussi. Barbour| (1949)) est le premier & produire le nombre correct de 66 classes
d’échelles équivalentes par transposition. On trouve également un catalogue
complet de toutes les cardinalités chez |Costere] (1954). Citons finalement les

2De maniére complémentaire, les vertus pédagogiques de cette représentation font I’objet
d’une recherche parallele au CdL-HEM. Elle est dirigée par Pierre Audétat et j’y suis également
associé. Cette collaboration doit permettre la réalisation d’une version interactive de ’atlas,
que 'on trouvera sur la toile a ’adresse suivante :

http://www.cloche-diatonique.ch/

On peut la considérer comme une annexe & ce document. Toutes les échelles et leurs ca-
ractéristiques y figurent. Des exemples sonores sont également & disposition.


http://www.cloche-diatonique.ch/
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travaux de |Forte (1973) dont le catalogue d’ensembles de classes de hauteurs
(ECH) fait référence. Parallelement, en Europe de I’Est, le compositeur roumain
Vieru publie son recueil de modes (Vierul, [1980).

Ces derniers exemples proviennent de la musicologie systématique. On peut
citer deux autres catalogues destinés a 'usage des musiciens, présentés en no-
tation musicale. Ils comprennent en plus des échelles des motifs mélodiques et
constituent des recueils de gammes a travailler : Le “Thesaurus of Scales and
Melodic Patterns” (Slonimskyl |1947)) est issu de la tradition classique mais jouit
d’un statut de référence dans le monde du jazz depuis que John Coltrane 1’y
a popularisé. “Repository of Scales and Melodic Patterns” (Lateef, 1981)) vient
quant a lui directement du jazz.

Un aspect important de la cloche est la position centrale qu’occupe la note
ré dans le cycle des quintes. Ce n’est pas 'ambition de ce tour d’horizon de la
littérature de présenter une histoire exhaustive d’une telle symétrie, bien que ce
sujet le mériterait. Cette position privilégiée a du étre relevée par bon nombre
de musiciens, & commencer par les facteurs de claviers dont la disposition des
touches le reflete, involontairement ou non. Mais le fait qu’une inversion change
le caractére majeur et mineur d’un accord, et que la tradition tonale distingue
les graves des aigus a sans doute empéché d’en saisir toute la portée. Il est
cependant remarquable de constater qu’on la trouve déja dans la toute premiere
tentative de formalisation algébrique des hauteurs par Durutte. Il y présente un
mode d’évaluation des intervalles en quintes en prenant le ré comme référence
(Durutte, 1855, page 64, tableau 1), soit exactement les choix de position et
d’échelle de la cloche diatonique (section . Il parvient ainsi aux 31 valeurs
d’intervalles possibles que ’on peut ancrer sur le ré : quinze altérations négatives
notées par des (double-) bémols, le méme nombre de positives notées par des
dieses, plus le ré, neutre. Plus tard, ’organiste Denéréaz le soulignera aussi mais
dans le contexte plus ésotérique de son “Cours d’harmonie” (Denéréaz, 1937)).

Dans la tradition de la musique dodécaphonique, le catalogue de Forte ne pri-
vilégie aucune échelle par rapport a d’autres. Pourtant, toutes ne sont pas égales.
La prédominance dans la musique tonale des gammes majeure et mineure, conte-
nues dans 1’échelle diatonique, ainsi que ses propriétés mathématiques remar-
quables, en ont fait I'objet d’étude privilégié de la set theory diatonique apparue
a la fin du vingtiéme siecle. Initiée par (Clough| (1979)), celle-ci étudie la traduc-
tion des pas diatoniques (réguliers entre degrés de I’échelle) sur le plan chroma-
tique (irrégularités dues a la variation des distances ton/demi-ton de ceux-ci).
Les notions développées sont celles de profondeur d’échelle (Gamer) [1967bja;
Browne| 1981)), de variété et multiplicité (Clough and Myerson, [1985)), de gamme
monogene et bien formée (Carey and Clampittl [1989), et tout spécialement de
gamme bien répartie (Clough and Douthett} [1991), qui rejoint les travaux de re-
cherche sur les divisions de 'octave en parties égales initiés par |Alaleona) (1911)).
L’intérét de la gamme diatonique provient en grande partie de ce qu’une telle
division exacte en sept parties égales est impossible. Le livre de |Johnson| (2003)
offre un panorama de ses propriétés et des théories de I’école américaine.

En musicologie cognitive, Eytam Agmon parvient a des résultats similaires,
mais de maniere indépendante en entreprenant la démarche inverse, a savoir
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s’'inspirer de processus perceptifs pour partir du total chromatique et aller vers
les degrés diatoniques (Agmon, 1989} (1996, [1995)). Il propose également une
définition de la diatonicité qui est aussi la plus convaincante en ce qu’elle se base
sur les deux propriétés d’efficacité (les intervalles diatoniques couvrent la totalité
des intervalles chromatiques) et de cohérence (monotonie de la progression de
ceux-ci par rapport aux intervalles diatoniques) que cette échelle ne partage avec
aucune autre. Dans un domaine similaire, citons encore |Balzano| (1982} {1980)
qui s’est occupé de la perception et de microtonalité.

La transformée de Fourier discrete permet d’unifier une bonne partie des
résultats disparates de la théorie diatonique américaine. Cette idée qui remonte
a|Lewin| (1960), a permis & |Quinn| (2004) de systématiser I’étude des ensembles
d’échelles de hauteur puis a|[Amiot| (2007) d’appliquer cette technique & 1’échelle
diatonique en proposant un formalisme plus propre que celui des travaux origi-
naux de I’école américaine.

1.2 Conventions et notations

Le choix des couleurs utilisé pour la représentation graphique des échelles
dans le cercle chromatique (diagrammes en horloge) differe de la pratique mathé-
matique pour suivre celle des claviers : Un rond blanc indique que la note fait
partie de Iéchelle (touche blanche), alors qu'un rond noir désigne une note
laissée de coté (touche noire).

L’indice des échelles correspond au rang de la classe dihédrale dans la cloche
(voir la section. L’échelle diatonique S; est la premiere, et 1’échelle chroma-
tique Ssg, la derniere.

Les polynomes sont traditionnellement définis sur de anneaux commutatifs
et les matrices sur des corps. On verra apparaitre des polyndémes définis sur les
nombres naturels N ou des matrices & valeurs booléennes {0, 1}. cette notation
a pour seul souci de montrer quels éléments entrent en ligne de compte. Pour
retrouver la rigueur mathématique, il suffira de les remplacer par un ensemble
idoine les contenant.
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Symbole  Description
Nombre de notes (demi-tons) formant le total chromatique
Nombre de degrés (notes) formant I’échelle
Echelle
Degré chromatique
Mode
Ensemble des modes
Degré diatonique
Ensemble des vecteurs de degrés diatoniques
Altération chromatique d’un degré
Altération d’une échelle
Ensemble des altérations chromatiques
Distance dans le cercle chromatique
Direction dans le cercle chromatique
Distance dans I’hélice diatonique
Nombre entiers (0 inclus)
Classe de congruence @ = n + cZ
Groupe cyclique Z/cZ d’ordre ¢
Ensemble des unités de 'anneau commutatif (Z, +, -)
Groupe dihédral de taille ’Dc‘ =2c
Groupe affine
Permutation
(Z.) Groupe symétrique (des permutations)
Fonction indicatrice d’Euler
Transposition de b demi-tons
Inversion autour de %
Multiplication par u
Matrices et vecteurs apparaissent en gras
Man(K) Matrices de m x n a coefficients dans K

1s Fonction caractéristique de 1’échelle S

F { f } Transformée de Fourier discrete de f

Fi {F } Transformée de Fourier discrete inverse de F'

e Contenu intervallique de Lewin

v Vecteur intervallique de Forte

15 Structure intervallique de Vieru

N e @%imx O ao

U
N

N i)
I Naz§&F,

)
o
S 3

TaB. 1.1 — Liste et description des symboles utilisés dans le texte.
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Chapitre 2

Dénombrements

Avant de passer en revue une collection d’objets, il est préférable d’en connai-
tre la quantité exacte. Cette section se propose de dénombrer les échelles et les
modes. Encore faut-il savoir précisément ce que 'on veut compter : La ques-
tion est moins triviale qu’il n’y parait, tant les termes de gamme, de mode
et d’échelle sont utilisées les uns pour les autres, avec des significations par-
fois fort diverses, au point de nécessiter des documents de mise au point de
la part des musicologues (Picard, 2005)). D’autre part, ce ne sont pas tant les
objets eux-mémes que des classes ou types d’objets qui nous intéressent, et les
relations d’équivalence entre objets ne font pas nécessairement I'unanimité. Si
I’équivalence par transposition est couramment admise (le caractére majeur ou
mineur d’une gamme ne dépend pas de sa tonique), ce n’est pas le cas de 'in-
version, laquelle transforme un accord parfait majeur en mineur, sans parler des
transformations affines qui ne sont méme plus des isométries.

Le vocabulaire peut parfaitement se restreindre a 1’échelle et au mode. La
gamme majeure correspondant alors au mode ionien de 1’échelle diatonique, et
la gamme mineure naturelle a son mode éolien. Les autres gammes mineures ont
également leurs échelle et mode associés. La distinction entre ces deux derniers
termes réside dans la présence ou non d’une notion d’ordre. Les échelles, vues
comme un agrégat de notes simultanées, en sont dépourvues. Ce formalisme
s’inscrit dans le cadre plus général de la set theory, pour laquelle les notes
appartiennent a des classes de hauteurs (équivalence par octave), et dont les
collections sont utilisées pour décrire les accords et les gammes. Nous héritons
ainsi de la panoplie d’outils de cette approche théorique et pouvons appliquer
le lemme de Burnside et le théoréeme de Pdélya pour dénombrer les échelles. Le
premier est techniquement plus simple, le second plus puissant, mais les deux
reposent sur des principes identiques. La section [2.5] illustrera leur similitude.

Ce cadre ne suffit pourtant plus a distinguer les différents modes d’'une méme
échelle. Une notion d’ordre circulaire, inspirée de la théorie des graphes, est alors
nécessaire pour rendre compte de la succession précise des degrés de chaque
mode. Une fois le nombre total d’échelles connus, le nombre de modes s’en
déduit naturellement.

15
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2.1 Echelles

Définition 1. Une échelle S d d degrés dans un univers ou total chromatique a
c demi-tons est un sous-ensemble de Z. de cardinal d. L’ensemble des échelles
S84 4 d degrés dans un univers chromatique a ¢ demi-tons sera noté

Sti= {s c 2 (L)

S| = d} (2.1)

Exemple 1. La symétrie du ré (voz'r suggere d’associer non pas do a la
classe 0 : =0+ 12-7Z € Z1o comme on le fait habituellement, mais de choisir ré
comme classe de référence. L’échelle diatonique s’exprime alors comme

S = {0,2,3,5,7,9,10} (2.2)

que l’on représente habituellement comme une horloge dans laquelle chaque
classe de hauteur correspond a une heure (0 a midi, 1 d une heure, etc.).

eCe

0, ” .0
O+ e
o )
OCeO

2.2 Modes

Tout groupe cyclique Z. induit naturellement un ordre circulaire, que 1’on
peut formaliser en lui associant un graphe orienté Dz, soit un cycle de longueur
c dont les arcs relient deux éléments successifs du cercle.

1. Ensemble des sommets :
V(Dz,)={ne€Z.} (2.3)
2. Ensemble des arcs :

A(Dz,) = {(m. W) € V3(Dz,)

W= I} (2.4)

L’orientation du graphe est nécessaire, car le sens dans lequel on tourne
compte également : le deuxiéme degré d’un mode est différent du septieme (&
moins d’avoir affaire & une échelle symétrique).

Définition 2. Un cercle ordonné est un groupe cyclique Z. de longueur c
muni de la relation d’ordre circulaire < induite par .

n<n & (m,n') € A(Dz,) (2.5)
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F1G. 2.1 — Le groupe cyclique (Z12,+) vu comme un graphe orienté. Les fleches
suivent 'orbite du générateur 1.

La notion d’ordre circulaire peut étre généralisée aux sous-ensembles du
groupe cyclique, en imaginant des connexions directes entre éléments, dans le
sens suivant.

Définition 3. Soient xo et x1 deux éléments d’un sous-ensemble S de Z..
L’élément xq est dit strictement inférieur a x1, s’ils sont reliés par un chemin
p allant de xo a x1 dans Z. et ne croisant aucun autre élément x de S .

Xo < x1: 3Ip:pFx, xS\ {xox1} (2.6)

0 43

Il est a noter que 'appellation ordre est abusive, car si la relation est bien
antisymétrique, elle n’est pas réflexive (le graphe est simple et ne tolére pas de
boucles) et surtout pas transitive. Le probléme ne se pose pas dans la mesure
ou plus que la relation elle-méme, c’est sa préservation par les applications qui
nous intéresse.

Définition 4. Une application s : (Z4, <) — (Z, <) entre cercles ordonnés est
appelée morphisme de cercles ordonnés si elle préserve la structure d’ordre.

ko < k1 < s (ko) < s (k1) (2.7)
Tous les éléments sont ainsi réunis pour pouvoir définir les modes.

Définition 5. Un mode s de l’échelle S € 8¢ est une indexation circulaire de
S par les degrés du cercle diatonique Zq, soit une fonction injective

s:(Zg,<) = (Ze¢, <
(Z4,<) = (2er<) o
k—s (k)
ayant les propriétés de

1. compatibilité de l'image
Im(s) =8 (2.9)

2. compatibilité avec les ordres circulaires

s (Fo) < s (F) Who ki € Za ko <Fr,  (2.10)
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Le k-iéme degré du mode s se note
xz = s (k) (2.11)

Une représentation matricielle est également possible sous forme de vecteur
colonne, dont chacune des d composantes est un degré :

C (XE)EGZC S del(Zc) (212)

L’injectivité de s découle directement de sa préservation de la relation d’ordre,
qui n’est pas réflexive. Chaque échelle a d notes compte autant de modes, car
chacune sert de fondamentale & un mode. Pour autant que d soit premier, ce
qui interdit les modes a transposition limitée et assure l’existence de d modes
distincts, le passage d’un mode a ’autre s’opere par permutation circulaire o =

(d -1 ... 1 0) des indices. Le n-ieme mode s’exprime donc par
n 0
s,(c )= S((,n)(k) (2.13)

On utilisera parfois indifféremment un certain mode s pour désigner ’échelle
S qui le contient, lorsque l'ordre des degrés n’importe pas, comme cela arrive
couramment pour ’échelle diatonique : la premiere énumération du contenu qui
vient a l'esprit est le mode ionien.

Les objets étant maintenant bien définis, nous pouvons nous tourner vers
leur énumération.

2.3 Cas général sans symétries

Le cardinal de ’ensemble des ensembles de classes de hauteurs (ECH) a d
degrés construites dans un univers chromatique de ¢ demi-tons est donné par la

formule bien connue
c
st=(5) 2.14)

Exemple 3. Le nombre total d’échelles a d = 7 degrés prises dans [’octave

12
7 ) = =792

divisée en ¢ = 12 demi-tons s’éléve ainsi a ’8172’ = (

2.4 Symétries affines

L’étude de I'action du groupe de transformations affines sur I'univers chroma-
tique Z. permet de dénombrer des classes d’échelles, définies par des équivalences
par transposition (groupe cyclique Z.), par transposition et /ou inversion (groupe
dihédral D) ou encore par ces deux opérations augmentées des cycles de quartes
et quintes (groupe affine A.).
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Définition 6. Une symétrie affine de l'anneau commutatif (Z.,+,-) dans
lut-méme est une permutation de Z. consistant en une opération linéaire, soit
une multiplication My par une unité u € Z,*

n— U N
suivie d’une translation T3 de beZ.
Ty : Ze — Z,
b (2.16)

n—b+7

L’appartenance du facteur linéaire u aux unités de Z. garantit I'injectivité
de Mz et donc que T3 o My est une permutation, soit un isomorphisme de Z..

Définition 7. Le groupe affine A. est le sous-ensemble de Perm (Z.) défini
par l’ensemble des compositions d’une multiplication avec une addition.

AC = {TE e} Mﬂ

beZc/\uEZcX}%ZCxZCX (2.17)

Les groupes cyclique et dihédral sont des sous-groupes du groupe affine, pour
lesquels le facteur linéaire u est limité a des sous-groupes du groupe des unités
Y/

Définition 8. Le groupe cyclique Z. est le sous-groupe des translations.

ZC = {TEO Mﬂ € Ac

ue {T}} ~7, x {1} (2.18)

Définition 9. Le groupe dihédral D. est le sous-groupe des translations et
TNVErsions.

Dc = {TEO MU S Ac

ue {T,ﬁ}} ~ 7, x {~1,1} (2.19)

Les trois groupes forment une chaine d’inclusions

Z.CD, C A, (2.20)
que reflete leur taille respective.
’ZC| =1-¢
|De|=2-¢ (2.21)
[Ac| =6 (c)-c

Exemple 4. Pour ¢ = 12, les tailles sont ‘Z12| = 12, |]D12| =24 et ‘Am‘ =
@ (12) - 12 =48, car ¢ (12) = |Z12X’ = ’{Tjjaﬁ}‘ =4
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a7

Ts

F1G. 2.2 — Cycles des transformations affines 13 0 Mz de Zy2, pour les transposi-
tions b € {0,...,5}. La trajectoire des orbites est représentée par les fleches. Le
0 se situe & midi, les classes se suivent dans le sens des aiguilles d’une montre.
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Tip

F1G. 2.3 — Suite des cycles des transformations affines T3 o My de Z;2, pour les
transpositions b € {6,...,11}. La trajectoire des orbites est représentée par les
fleches. Le 0 se situe & midi, les classes se suivent dans le sens des aiguilles d’une
montre.
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Définition 10. Deuz échelles S et S’ dans S sont considérées comme équi-
valentes par transformation affine, si l'une est le résultat d’une transfor-
mation affine de l'autre.

Sy, S dge M S =g(S) (2.22)

Cette relation est bel et bien d’équivalence, car A, est un groupe. L’élément
neutre (identité TyMy) assure la réflexivité, 'existence d’une inverse assure la
symeétrie et la transitivité est garantie par la fermeture de la loi de composition.

Exemple 5. L’échelle chromatique Ssg est équivalente a l’échelle diatonique
S1. Le passage s’effectue au moyen d’une multiplication par sept.

S3s = M= (8) (2.23)

Comme on le verra a la section Iexigence d’équilibre de la distri-
bution des modes autour du ré pour tous les représentants de la cloche a pour
conséquence qu’ils ne sont pas transposés les uns par rapport aux autres. Toutes
les équivalences affines existent grace a des transformations homogenes, une pro-
priété qu’on ne trouve pas chez les prime forms d’A. Forte.

L 3
.
° .
s 4 . .
5
—_
g 4 °
2 .
S g o
— o
.
v A o
T T T T
0 10 20 30

Echelle

FIG. 2.4 — Partition de S7,/D12 par la relation d’équivalence affine ~y,

2.5 Techniques de dénombrements

L’élimination de redondances comme 1’énumération d’échelles équivalentes
par transposition permet de diminuer sensiblement la taille du catalogue et de
mettre en lumiere des structures plus essentielles. La prise en compte de ces
symétries dans le dénombrement s’effectue au moyen du lemme de Burnside ou
du théoreme de Pélya. Les deux procédures conduisent a des résultats identiques
et reposent toutes deux sur I’étude des orbites (cycles) de l'action de chaque
élément du groupe de symétrie considéré.
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Le théoreme de Pélya, au prix d’une plus grande abstraction, offre I'avantage
de fournir simultanément le nombre de classes pour chaque cardinalité possible
des sous-ensembles, tandis qu’avec le lemme de Burnside, un nouveau calcul
est nécessaire a chaque fois. Le lemme est congu pour s’adresser a la totalité
des sous-ensembles, toutes tailles confondues. Restreindre son application aux
sous-ensembles d’une cardinalité donnée oblige de passer par 1’étude des cycles
pour déterminer les points fixes, ce qui illustre sa similarité avec le théoreme de
Pdlya.

2.5.1 Le théoreme de Pdlya

Cette section suit la présentation du théoreme faite par (Benson, [2007), un
travail plus approfondi se trouve chez[Fripertinger| (1993,(1999). A chaque échelle
S est associée une configuration ou fonction caractéristique 1 : Z. — {0,1} qui
décrit 'occupation du total chromatique : une valeur de 1 indique que 1’échelle
S occupe la position, 0 le contraire. La stratégie du théoreme de Pdlya consiste
a construire un polynéme C, appelé série de dénombrement des configurations,
dont chaque coefficient ¢4 indique le nombre |Sg /G | de classes d’équivalence
sous l'action du groupe G. Cette construction s’effectue par le biais de 1’étude
du nombre et de la longueur des cycles de I'action de G. De manieére similaire
au lemme de Burnside, le nombre de classes se calcule par une moyenne, non
pas du cardinal des fixateurs, mais des indices de cycles. Le vecteur

j : Ac — MCXI(N)
g3 (9) = Gr ()i (2:24)

compte le nombre d’orbites de longueur k dans I’action de g. Il permet de définir
le polynome P, appelé indice cyclique de ’élément g, un polynéme

P:G— Nty,...,t]

(2.25)
gr— Pg
défini comme
Py(t):= >t ont = (tn)i, (2.26)
k=1
et servant a la définition de l'indice cyclique du groupe G :
Py (t) := 1 P, (t
Ac()-—mz g (t) (2.27)

geG

La fonction de poids w : {0,1} — N|z] associe des polynémes aux valeurs de
la fonction indicatrice 1s.

(2.28)
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Le théoreme de Pélya stipule comment construire la série de dénombrement des
configurations C a partir des indices cycliques et de la fonction de poids :

c

Co (Zy e Y) —Pe| [ Y vy (2.29)

ye'yY

d=1

Grace aux choix opérés en (2.28) pour la fonction de poids w, nous obtenons
tg=w?(0)=w? (1) =194 29 =14 24 (2.30)

et C(z) = 3_4_, caz? sera donc un polynome de degré ¢, donc chaque coefficient
ca indiquera le nombre de classes, ou d’orbites de I'action de G dans S¢.

Afin de traiter simultanément le groupe affine A, et ses deux sous-groupes
Z. et D., commencgons par partitionner A, d’apres ses facteurs linéaires.

(w
Ac ) Al (2.31)

UEZLe ™

Avec Agu) = {TE @) ME
groupes.

b e ZC}. Ce sont les éléments constitutifs des trois

Z. =AY
D. = A w ACD (2.32)
A=AV AP wAD wARD
Dans le cas qui nous intéresse, ¢ = 12. Le nombre j; d’orbites de longueur &
de l'action de chaque élément g € A. peut étre déduit des figures 2.2 et [2.3] et

se trouvent résumés dans le tableau 211
Sur cette base, on construit les indices cycliques des trois groupes.

1
P, (t) = @PAS) (t)
1
= E{t}2 + 15+ 205 + 23 + 212 + 4t15}
1
Pp,, (t) = M{PAQ) (t) + Pyav (8)}
1 ; 2.33
= ﬂ{t%Q + Tt + 2t5 + 2t5 + 247 + 4t1o + 6313} (2:33)
1
Py, (t) = W{PA(I) (t) + PA(5> (t) + PA(U (t) + PA(ll) (t)}
ol U Al ¢ ¢ ¢

1
= @{t? + 1285 + 2t5 + 8t + 612 + 4t1o + 2t1t5
+ toty + 1913 + t3te + Atate + 6175}

qui permettent a leur tour le calcul des séries de configuration.
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i
5
5
5
F

1
kg k gk k gr K gk
Ty 1 12 4 1 6 1 1 2
2 4 2 3 2 5
LT T Ty 12 1 4 3 6 2 2 6
T5, Tty 6 2 6 3 2 1 2
6 1 2 5
T35, Ty 4 3 4 3 2 6 2 6
17,13 3 4 1 4 3 2 1 2
2 4 6 1 2 5
Tg 2 6 2 6 1 6 1 2
2 3 2 5

TAB. 2.1 — Longueur k et nombre d’orbites ji (g) des transformations affines
g = Ty o My du groupe Ajs.

G cp €1 C2 €3 C4 C5 C Cr Cg C9 Ci0 Ci1 Ci2
Z12 1 1 6 19 43 66 80 66 43 19 6 1 1
Dqs 1 1 6 12 29 38 50 38 29 12 6 1 1
Aqy 1 1 5 9 21 25 34 25 21 9 5 1 1

TAB. 2.2 — Nombre de classes d’échelles ¢4 dans le total chromatique a 12 demi-
tons, par cardinalité d de celles-ci, sous 'action du groupe G.
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2.5.2 Le lemme de Burnside

Le lemme de Burnside (Burnside) [1897) permet également de déterminer le
nombre de classes d’équivalences pour les groupes cyclique, dihédral et affine. Ce
résultat est donné par la moyenne du cardinal des fixateurs de chaque élément
du groupe.

1
|s¢/G| = el > 18] (2:34)
geG
ol le fixateur Sest 'ensemble des éléments de S¢ qui sont des points fixes de
I’action de g.
S = {S e sd

9(8) = S} (2.35)

Tout le travail consiste alors a calculer le cardinal du fixateur de chaque élément
du groupe affine A..

Les orbites de g définissent une partition de Z.. Une échelle S € S? sera
un point fixe de g uniquement si les orbites sont soit totalement occupées par
des éléments de S, soit totalement vides. La circulation des éléments de S sous
I’action de g s’effectuant au sein des orbites, toute autre configuration verrait
apparaitre des changements d’états d’occupation, contredisant ¢ (S) = S. Le
calcul du cardinal du fixateur revient a compter les différentes manieres de
remplir completement certaines orbites en utilisant d éléments.

= T () (2.30

nENC:Zk:nk>O Jr=d k€EZ,

ou ji dépend de g et désigne le nombre d’orbites de longueur &, et nj le nombre
d’orbites de longueur k apparaissant dans une configuration particuliere S telle
que g(S)=S.

Rappelons que d = 7 est premier, ce qui exclut 'existence d’'un mode a
transposition limitée.

TyMy Jr (T5My)
b 1 2 3 4 6 12 |8L,"7
- 12
0 12 (7>
1,5,7,11 1 0
2,10 2 0
3,9 3 0
4,8 4 0
6 6 0
1 T
S15/Th2| = —— St
| 12/ 12‘ ‘Z12| Z ! 12 |

b€EZ12

1 (2.37)
= 311792 +11-0}

= 66
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Le groupe dihédral comporte, en plus des transpositions simples, les inver-
sions :

TpMyy jr (TMz) ,
b 1 2 |87,
57 5 2
w2 5 (3)(3)
2k +1 6 0

1 T I—-
Siy/D1a| = — S+ |81y
’ 12/ 12’ |D12|b§2{| c | ’ 12 |}
1 (2.39)
= 5711792 +11-046-20+6-0}

=38

TyMz g (T3 M)
3 4 |5d7Ms

2
4

k=l
Rl
ool
L

Nl
col A o
ool I

ol S

~

=l =
D

[\

—
o O

|Séi/Al2‘ = Z {!Sé{TEO]M1’ + ‘SgTEOMs‘ + |SgTEOM7‘ + ’SngO]\/111|}

1
‘Alz‘bezn
1
— {1 T92411-0)+ (3-40+9-0)
1 (2-84410-0)+ (6-20+6-0)}
=25
(2.40)

2.6 Z-Relations

La transformée de Fourier discrete (TFD) de la fonction caractéristique d’une
échelle intervient dans la définition de la Z-relation par le biais du contenu
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intervallique. Sa définition est rappelée ici, elle resservira au chapitre {4 lors
de la construction de plusieurs indices reprenant tous ’idée de répartition des
points autour du cercle.

Définition 11. La transformée de Fourier dune échelle S € S est la
transformée de Fourier discrete de sa fonction caractéristique 1s. On se retrouve
avec la paire de fonctions d’analyse

.7:{]15} :Z, — C

% ‘7_-{]15}[%] _ Z ]ls[ﬁ]e—i%’nﬁﬁ (2.41)
e,
et de synthese.
) 1 T+ kn
s = - > F{ls}kle™ " (2.42)
kEZ,

L’exponentielle est définie sur C et non sur Z., mais sa périodicité permet
ce raccourci de notation.

ei%#ﬁ _ ei%"(m{jlez 10) _ ei%’(n . ei%’ Yiez lC) _ ei%#n . Hei%’“lc

lez
. (2.43)
zez—n.leelcn
l€Z.
Définition 12. Le contenu intervallique IC est le vecteur
IC:S¢ ex1 (N
¢ — Mo (N) (2.44)

S+ IC = (IC%(8))zez.

dont les composantes peuvent étre définies a 'aide de la transformée de Fourier
de la maniére suivante :

1C5(8) = F~Y{|F{1s}|* k], VF € Z. (2.45)

Définition 13. Deuz échelles S et S' dans S2 sont dites en Z-relation si elles
partagent le méme contenu intervallique.

S~y S IC(S) = IC(S) (2.46)

Cette relation n’est pas triviale (chaque échelle est en Z-relation avec elle-
méme) que pour trois paires (fig. . On peut prouver qu’une telle particularité
n’est pas possible pour des groupe cycliques Z. trop petits (¢ < 4). Le rapport
de |[Lemke et al.| (2002) décrit les conditions d’existence et fournit des bornes
pour le nombre de telles configurations.

Le contenu intervallique repose sur le module de la transformation de Fou-
rier. Il manque 'information relative aux phases qui fixe précisément la distribu-
tion spatiale des degrés de I’échelle. C’est pourquoi des échelles présentant des
configuration spatiales différentes peuvent produire des contenus intervalliques
identiques, pour autant que l’espace les contenant permette assez de jeu.



2.6. Z-RELATIONS

1C S S’
- o‘o 09O
<7 O @, O
- oB "0 O @
) 0 1 2 3 4 5 6 e} O O A G O
Intervalle . . O . O
16+ 21
- o?o eCe
N 0 @ .0
: - | oB *Q O= O
0 1 2 3 4 5 6 O A G O O A G O
Intervalle . . . O . O
19 23
- oOo 090
7 O @ O
- oB ‘o O @
) 0 1 2 3 4 5 6 G . . A G O
Intervalle . O O O O
28 304

Fi1G. 2.5 — Les trois paires d’échelles en Z-relation.

29
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2.7 La relation de Julio Estrada

Un autre groupe de symétrie qui vient a l’esprit est celui des permutations
Perm (Z.). Mais Paction du groupe entier réduirait & (Z.) a une classe unique.
On peut en revanche étudier 'action du groupe symétrique sur des grandeurs
dérivées des échelles. Telle est I’approche paradigmatique de la musicologie com-
putationnelle qui unifie sous la notion d’action de groupe des théories d’origine
diverses (Andreattal 2003]). C’est dans ce cadre que les recherches du composi-
teur mexicain Julio Estrada sur les différentes partitions du nombre douze (Gil
and Estradal, [1984) ont pu étre formalisées par 'action du groupe des permuta-
tions sur le vecteur d’intervalle .

Définition 14. La structure intervallique d’un mode s associé a une échelle
S € 8% est le vecteur composé des intervalles formés par ses degrés successifs.

1S : 8% — Myxi(Z.)

(2.47)
s — I8 (s) = (Xg77 — XF)Fez,

du mode s de ré (0) est
IS (s@)=(1 3 1 13 2 1) (2.48)

Définition 15. Deux échelles S et S’ dans 8¢ sont dites E-équivalentes —
c’est a dire équivalentes par rapport a la relation introduite par Estrada — si la
structure intervallique de l’'une est un permutation de la structure intervallique
de lautre.

S ~p S In e Perm (Zy) : ISW(E) (8 =15:(S),Vk € Zy (2.49)

Parler d’échelles plutét que de modes pour lesquels la structure intervallique
est définie n’a de sens que parce que ’on considere toutes les permutations de
1S, et donc en particulier toutes les permutations circulaires des modes. La
relation ne dépend ainsi pas du mode choisi, mais uniquement de 1’échelle.

Au lieu de considérer la structure intervallique I.S, il est également possible
de partir du contenu intervallique IC au sens de Lewin, défini ci-dessous. On
obtient ainsi I’E*-équivalence, une variation autour de la relation d’Estrada.

Définition 16. Deuz échelles S et S' dans S¢ sont dites E*-équivalentes si
le contenu intervallique de l'une est un permutation du contenu intervallique de
Uautre.

S ~p S In € Perm (Zy) : ISW(E) (8") =15:(S) Vk € Zqg (2.50)
Exemple 7. Les deux équivaences ne sont pas égales, comme le montrent les

partitions différentes des figures [2.0 et [2.7] Ainsi par exzemple S1aq ~p~ Sig
mais 814+ 75]5 Slg.
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Classe

T T T T
0 10 20 30

Echelle

FIG. 2.6 — Partition de Sf,/D12 par la relation d’équivalence ~p

8 10 12
Il

Classe
6
1

T T T T
0 10 20 30

Echelle

FIG. 2.7 — Partition de S7,/D1s par la relation d’équivalence ~ -
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S IS(S) IC(S)

IIIIIII : IIIIIII

Interval index Intervalle

Sl4+

3 4 5 6

O+ <O  i- IIIIIII i- IIIIIII

...

Interval index Intervalle

o

2.8 Dénombrements et groupes associés

Alors que le théoreme de Cayley affirme que n’importe quel groupe peut-
étre vu comme un groupe agissant sur un ensemble, le munissant d’une relation
d’équivalence et donc d’une partition, le cheminement inverse est moins évident :
étant donné la partition d’une ensemble, comment trouver un groupe fini et son
action sur celui-ci qui engendreraient une telle partition ? La partition affine est
associée a des groupes agissant directement sur Z., et comme 'indique déja son
nom, quel sous-groupe de Perm (Z.) est solution du probleme. En revanche,
une solution explicite est plus difficile a trouver pour les autres relations.

La relation d’Estrada ~g fait agir le groupe symétrique Perm (Z4) sur en-
semble des structures intervalliques, que ’on peut définir comme

3 ISE:G}. (2.51)

EEZd

ZS$ := {IS S Md><1<Zc)

Celles-ci sont invariantes par transposition. Dénombrer le nombre de classes
d’équivalence induites par la relation d’Estrada ~ g, revient a compter le nombre
c
K

formule par récurrence

’ de partitions de l'entier ¢ en d blocs. On trouve chez [Knuth| (2005) une

Cc

d

(2.52)

d—1 d

cl’

]

dont l'initialisation est donnée par

= {5‘*0 d=0 (2.53)

c

d 0 ¢d<0
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Son application au cas des échelles a sept notes livre le résultat

12
|81y /~E| = ‘ 7‘ =7 (2.54)

que I'on peut lire dans le tableau

d 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

‘13’01612151311753211

TAB. 2.3 — Nombre de partitions engendrée par la relation d’équivalence ~g,
pour un total chromatique de ¢ = 12 demi-tons et des échelles a d degrés.

La relation ~pg+ ne bénéficie pas d’'une formule semblable, car il n’existe
a ce jour pas de formule explicite pour déterminer quels vecteurs du contenu
intervallique IC' correspondent a des configurations (échelles) réalisables.

1C = {Ic € Myy1 (N) ‘35 st 1C =IC (5)} (2.55)

L’aller-retour avec perte des phases en est la cause principale. Ce sujet
est d’ailleurs apparenté aux recherches sur la Z-relation, on trouvera chez |Cal-
lender and Hall| (2007) une formalisation du probleme & I’aide de la transformée
de Fourier qui ne fait que poser le probleme et n’apporte aucune réponse. En
revanche, le rapport de |Lemke et al.| (2002) fournit des conditions d’existence
et des limites a la Z-relation.

2.9 Différences et similitudes entre relations
La partition affine ~,_ est un affinement de la E*-relation, c’est a dire

celle engendrée par équivalence sous permutations du contenu intervallique. Une
conséquence directe du fait que M= est une permutation de Zq,.

Fllaras) R = D T e (2.56)
MNEZLe

=3 s tmeEM (2.57)
NELe

= 1sfatale T (2.58)
NELe

= F{ls}[Mz (k)] (2.59)

Une relation similaire s’obtient pour la transformée inverse en suivant les mémes
principes. Ainsi :

ICk (Mg (8)) = ICy; (7 (S) (2.60)
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Deux classes de la Z-partition concordent avec la relation affine, mais une
troisieme interdit toute identification entre les deux : I’échelle Sag, symétrique
est Z-reliée a la paire d’échelles S3p4 et Szo-—.

Deux classes de relation par structure intervallique (Estrada) contiennent
systématiquement chacune un membre de chaque paire Z-reliée (voir tab. .

Le tableau résume le nombre de classes d’échelles et de modes chaque
relation d’équivalence abordée dans ce chapitre. Le fait que d soit premier assure
lexistence d’autant de modes qu’il y a de degrés dans I’échelle. C’est ainsi que
I’on trouve les 492 = 7- 66 modes représentés dans la cloche diatonique, qui fait
l’objet du chapitre suivant.
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~Ara ~E* ~z
(1,38) (1,38)
(2,29) (2,5,29)
(5)
(3,26)  (3,6,9,10,12,13,20,25,26, 27, 32, 33, 34, 35)
(6,27)
(9,31)
(10, 35)
(12)
(13,32)
(20, 33)
(25, 34)
(4) (4)
(7) (7)
(8) (8,15)
(15)
(11) (11)
(14, 36) (14,19,23, 36)
(19,23) (19,23)
(16,21) (16,21, 28, 30) (16,21)
(28) (28,30)
(30)
(17,37) (17,37)
(18) (18)
(22) (22)
(24) (24)
~E
(1,2,4)

(3,6,7,8,10,12,13, 14,17, 20)
(5,9,11, 15, 16, 23, 26, 28, 32)
(18,19, 21,24, 25, 27, 29, 30, 33)
(22,31, 36)
(34,35,37)

(38)

TAB. 2.4 — Partition de 8], /D12 créées par les relations d’équivalence affine ~y
par permutation des composantes du vecteur de contenu intervallique ~g~, par
Z-relation~ (les classes triviales ne sont pas énumérées) et par permutation
des composantes du vecteur de la structure structure intervallique ~g.
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~Dig

|5¢/~]

792
66
38
25

35

13

7
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d-|8¢/~]|

5544
492
266
175
245

91

49

TaB. 2.5 — Nombre de classes d’échelles et de modes a 7 notes pris dans un total
chromatique a 12 demi-tons, pour chaque relation d’équivalence.



Chapitre 3

La cloche diatonique de
Pierre Audétat

Les techniques d’énumération fournissent un chiffre unique, en I'occurrence
492 modes a une transposition pres. Les choses se compliquent des que l'on
s'intéresse a chaque mode pris individuellement. Par lequel commencer ? Par
lequel continuer 7 Comment les passer en revue systématiquement ? L’explora-
tion des modes peut se trouver grandement facilitée par un outil d’orientation
comme la cloche diatoniqud']

De méme que la set theory diatonique de la tradition américaine se préoccupe
de savoir quelles sont les implications chromatiques des structures diatoniques,
la cloche fait cohabiter ces deux mondes : elle est une représentation diatonique
dans le sens qu’elle repose sur les deux principes de symétrie du ré et de mesure
de distance entre notes par pas de quintes, et que ceci a des répercussions dans
le cercle chromatique sous forme d’altérations comptées par pas de demi-tons.
L’enharmonie est absente du monde diatonique, dans lequel le cycle des quintes
devrait plutot s’appeler hélice, puisque ’axe des entiers Z ne se replie pas sur
lui-méme pour former le groupe cyclique Zi2, que l'on associe communément
au monde chromatique. Un la bémol (-6) ne sera pas identifié avec un sol diese,
mais vaudra exactement son opposé (+6).

Toutes les échelles possibles sont vues avec un regard diatonique, dans le
sens ol chacune est construite comme une altération de cette derniere. Il n’est
pas nécessaire d’aller au dela des doubles-dieses ou bémols pour obtenir les
échelles les plus éloignées comme 1’échelle chromatique, ce qui regle le probleme
de I’enharmonie du cercle chromatique : six dieéses ou six bémols produisent la
méme note située a la distance d’un triton. Lesquels choisir ?

La cloche est constituée de représentants bien précis de chaque classe de
87,/ 7. Ceux-ci doivent satisfaire deux critéres imposant & la distribution des

1Seule une breve introduction de son fonctionnement sera faite ici. Les personnes intéressées
par une compréhension plus approfondie des possibilités offertes sont invitées & consulter la
documentation du CdL-HEM que 'on trouvera sur le site de la cloche.
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notes autour du ré d’étre a la fois centrée et la plus compacte possible. On
verra qu’'un tel représentant existe toujours, est unique, et peut étre retrouvé
facilement a partir de n’importe quel membre de sa classe.

3.1 Clefs de lecture

La figure[3:1] présente les 492 modes des 66 classes de transposition d’échelles
a sept notes du total chromatique de douze notes. Chaque colonne est numérotée
par un indice i et représente une classe de ST, /D1o. Elle contient soit une unique
échelle S; palindromique (symétrique), soit une paire d’échelles S; et S;— in-
verses I'une de 'autre. Cet indice ¢ correspond au rang que la classe occupe en
terme d’étalement de la distribution de ses notes. Cela va de la plus compacte,
Péchelle diatonique (i = 1), a la plus étendue, I’échelle chromatique (i = 38).
Les degrés x qu’elles contiennent sont symbolisés par les cellules de couleur, qui
correspondent chacune au mode dont elles sont la fondamentale

5(0) = (3.1)
Le rouge indique un palindrome, ou position symétrique par inversion I
xeEh(S)NS#Aow (3.2)
et le bleu un degré asymétrique
x € S\Iv(S) # 2. (3.3)

Le boulet sert a distinguer entre les deux membres de la classe dihédrale. L’ori-
gine de ’axe vertical est un ré, ses unités marquent la distance en quintes par
rapport & cette référence choisie pour sa position symétrique. Il existe alors
deux lectures duales de la valeur de la ligne horizontale sur laquelle se situe une
cellule. Interprétée comme une note (légendes jaunes), elle en indique la note
diatonique de référence et son altération : des valeurs positives pour les dieses,
négatives pour les bémols. Lue comme un mode (légendes grises), les valeurs
exactement opposées a celles des notes indiquent sa couleur (généralisation du
caractére majeur/mineur) : claire dans les positifs, sombre dans les négatifs.

3.2 Symétrie du ré et hélice des quintes

La position symétrique du ré apparait systématiquement dans le cycle des
quintes et la disposition des touches noires et blanches du clavier du piano (figure
qui n’est rien d’autre qu'un cercle chromatique déroulé. L’autre point fixe
de la symétrie, le sol diese/la bémol occupe la méme situation privilégiée dans
le complément pentatonique.

Cette particularité fait du ré un candidat de choix pour y fixer l'origine
de I'axe vertical de la cloche. Tout comme en set theory, il s’agit d’une classe,
et non d’une note particuliere, I’équivalence par octave ayant évacué la notion
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Enharmonic pitch classes (+ decimal)

Modes equivalence classes

Enharmonic pitch classes (+ base 7)

Scales (Set pitch classes)
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iBbb
{Ebb
‘Abb
iDbb
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-10/10
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-14/14

-15/15
-16;
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iBbbb-18!
\Ebbb -19;
{Abbb -20;
Dbbb-21!

Fi1G. 3.1 — Reproduction de la cloche diatonique, d’aprés (2006). (©2007

Pierre Audétat, CdL—HEM.
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de registre. L’envergure totale de 2-15-7 + 1 = 211 demi-tons ne tiendrait
pas plus sur un clavier standard a quatre-vingt-huit touches que dans I’étendue
prévue des hauteurs MIDI (0 & 127). Méme en choisissant le ré moyen (D3 aux
Etats-unis, 63 en MIDI), elle nécessiterait des codes allant de —13 & 167!

7

- ﬁb\
eCe@ -
o. Lo i
O= : rO ¢  E
. A:G . 7/\ : /7
OO Foab

F1G. 3.2 — La triple symétrie du ré (et de son pendant le sol diese/la bémol) :
dans le cercle chromatique, le cycle des quintes et le clavier du piano.

L’apparition de diéses et de bémols est due au fait que le cercle des quintes
ne se referme pas sur lui-méme entre si et fa autrement que par une quinte
diminuée.

7-7=49=1mod 12 (3.4)
En continuant d’avancer par quintes, on altere les notes d’une unité chromatique
vers le haut tous les sept pas. C’est ainsi que 1’on rajoute un diese chaque fois
que 'on parcourt I’équivalent d’une échelle entiere. Inversement, descendre par
quintes conduit a ajouter des bémols.

3.3 Construction des représentants

Le catalogue de [Forte| (1973) se sert des prime forms comme représentants
de chaque classe d’action du groupe dihédral D;5. Il s’agit du premier membre
de la classe dans l'ordre lexicographique des ensembles de classes de hauteurs
(ECH).

Les représentants des classes de transposition composant la cloche sont
construits sur d’autres principes, a savoir ceux d’une distribution des degrés
ou modes centrée et compacte. Ceci requiert une formalisation du processus
d’altération, dont les définitions sont exposées ci-dessous.

L’idée est de suivre le solfege, et de porter un regard diatonique sur toutes
les échelles. C’est a dire que chaque échelle S’ est congue comme une altération
d’une unique échelle de référence, la diatonique S, choisie parce qu’elle est mo-
nogene, c’est a dire engendrée par le cycle des quintes. Chaque degré x’' € S’ se
trouve ainsi associé au degré x € S correspondant, 1'altération étant la mesure
de leur différence.

Deux problemes apparaissent dés lors. Les associations entre degrés d’échelle
correspondant chacune & une permutation 7w de Perm (Zg), laquelle choisir
parmi les d! envisageables 7 Et comment mesurer la différence entre deux degrés ?



3.3. CONSTRUCTION DES REPRESENTANTS 41

Tant la distance absolue qui fixe le nombre d’altérations que la direction qui
fixe le type, diese ou bémol, est nécessaire. Les définitions suivantes serviront
a préciser les choix nécessaires & une procédure univoque et bien définie de
construction de la cloche diatonique.

3.3.1 Altérations chromatiques

Les altérations fournissent une mesure chromatique, d’éloignement en demi-
tons des degrés chromatiques de 1’échelle diatonique. L’extréme est atteint par
I’échelle chromatique. Elle ne suffit pourtant pas a définir une mesure du ca-
ractere diatonique ou chromatique d’une échelle, comme le montre la section

]

Définition 17. La différence chromatique a entre les degrés x' et x compte
le nombre de pas de demi-tons nécessaires pour obtenir X' & partir de .

a:%e Xl — e

_ . (3.5)
(m,n) —a(mn)=n"—n

Le vecteur d’altérations chromatiques a, du mode s' par rapport au mode

s, moyennant l’association 7 entre degrés est composé des altérations de chaque

degré.

as: M x Perm (Zq) — del(ZC)
B . o (3.6)
(5:m) = — (@)rez, = (o (o) ),
L’espace des altérations chromatiques relatifs au mode s est ’ensemble de
tous les vecteurs d’altérations pour lesquels existe un mode s' et une assignation
entre degrés .

A= {a € My (2.)

Is'M, 7 € Perm (Zq) : a=a (s, 77)} (3.7)

Ces différences entre degrés doivent encore étre traduites en termes de di-
rection (diese ou bémol) et de distance (nombre d’altérations).

Définition 18. La distance chromatique dz, entre deuz points M et n’ du
cercle Z. de longueur c, est définie comme la norme dans Z de l’élément minimal
de la classe de leur différence.

dz, 2 X Ze — N
(3.8)

(7, 1) — dg,, (W, n') = argming ,

k/_k|z

en’
Exemple 8. Cette distance exprime la longueur du chemin le plus court, dans
le sens des aiguilles du montre ou le contraire si nécessaire.
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Définition 19. La direction chromatique sgn,_ entre deux points 7 et n' du
cercle Z. est définie comme le signe de leur différence.

sgng, : Ze X Le — {—1,+1}
— {H ne{0,...,|2]—-1} (3.9

7, n') — sgn, (m,n') = _ -
(7, ") anz, (.7) -1 wWe{l%],...,c-1}

Exemple 9. Le cercle chromatique se trouve ainsi divisé en deux moitiés égales
si ¢ st pair, ce qui est le cas pour ¢ = 12. La premiére région, positive, est
associée aur dieses, la seconde, négative, auzr bémols.

) =41 (#)
3) = -1 (b)

Sghz, , (

SgNz,, (

S]]

Deux points posent probleme : I'unisson et le triton, pour lesquels une valeur
de signe n’est pas clairement définie. Tant que 1’on reste dans I'arithmétique mo-
dulaire, la question ne se pose pas, on la contourne par la convention suivante :
I’élément 0 se voit ranger parmi les dieses, 6 parmi les bémols.

—0 = +0mod 12

(3.10)
—6 = +6mod 12
Le signe de 0 est sans importance, car toujours associé & une distance nulle. On
verra que les altérations nécessaires ne dépassent jamais une distance de 2, ce
qui les maintient a ’écart du triton.
Larelation entre différence, distance et direction chromatiques peut se résumer
par

X —x=sgng, (x.xX')-dz. (x.x') +cZ| (3.11)

Une fois le mode de référence s fixé, le vecteur d’altérations a’ détermine le mode
s’ de maniére unique, et inversement, pour autant qu’on se tienne & distance de
\ A c

I’enharmonicité (’aﬂ <[51)

Ly — LeX?l —> L

— — 12
k— (xpap) — xgtady (3.12)

Une distance induit automatiquement une norme si on compare chaque
élément a l’élément neutre. C’est ainsi qu’on pourra parler de la distance et
du signe d’un élément isolé.

dz, (1) := dz, (0,7) (3.13)
sguy, (1) == sgny,_ (0,7) (3.14)
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3.3.2 Degrés diatoniques

Une représentation parallele & la paire chromatique (, a) est le degré diato-
nique unique § par lequel est désigné le degré d’une échelle dans la cloche. La
perte d’information qui pourrait résulter d’une telle réduction de dimensions est
évitée par la juxtaposition des cycles de longueur d, comme si l'on faisait rouler
Zq le long de Z. L’orientation de la roue serait alors donnée par y et le nombre
de tours par a.

Définition 20. Le degré diatonique 0’ € 7 de la paire chromatique (x,a’)
refiéte a la fois le degré chromatique x original de [’échelle diatonique et son
d’altération a.

§ :=d " sgny (}')-dz. (X)+d-sgny (d)-dg, (a') (3.15)

Le vecteur des degrés diatoniques 6’ du mode s’ de l’échelle S’ est le vecteur
composé des degrés diatoniques.

o: M — del(Z)

(3.16)
S (6%)E€Zd

ou (5% =4 (X/E’ a’E) pour chaque degré k € Zg, selon (3.15).

Exemple 10. L’échelle diatonique S1 ne comporte aucune altération. Les équa-
tions permettent de calculer le degré diatonique de chaque note de cette
échelle.

k 0o 1 2 3 4 5 6

XE 0 2 3 5 7T 9 10

d- Xy 0 2 9 1T 1 3 10
dz,(d-x) 0 2 3 1 1 3 2
sgny (d-xz) +1 +1 -1 -1 +1 +1 -1
o7 0 +2 -3 -1 +1 +3 -2

On vérifie bien que la somme des degrés diatoniques et nulle.

L’espace des degrés diatoniques D est l'ensemble des vecteurs diato-
niques pour lesquels il existe un mode s’ et une assignation de degrés .

D= {S € Myy:(Z) ]S —5(s,a (5’,77))} (3.17)

Le mode dorien (symétrique) 59 de Iéchelle diatonique sera sous-entendu
comme mode de référence. Il occupe les degrés du centre de la cloche : premiére
échelle, mode zéro. Un degré diatonique définit de maniere univoque une paire
chromatique et vice-versa. Les transformations inverses de sont les sui-
vantes :

X =dz, (&) + ng +c-7Z (3.18)

a = L‘SIZLSJJ (3.19)
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Le couple (x,a’) correspond au résultat d’une division entiére par d : a en est
le dividende, y le reste. La correspondance entre (x,a’) et ¢’ est biunivoque.

3.3.3 Distributions centrées

La distribution des degrés d’une échelle est considérée comme centrée si la
somme des altérations est nulle. Autrement dit, si I’on compte autant de dieses
que de bémols.

Définition 21. Le nombre scalaire d’altérations A nécessaires pour obtenir
léchelle 8’ a partir de I’échelle S est le nombre total modulo ¢ d’altérations entre
paires de leurs degrés :

A:8x 8 — 7,
(S.8) — A(S,8) =D (s — x7) (3.20)

EGZd

Elle ne dépend pas d’une association particuliere entre degrés des deux
échelles, ce qui garantit qu’elle est bien définie, comme le montre le lemme
suivant.

Lemme 1. Pour deux échelles S et S' de S, le nombre scalaire d’altérations
A ne dépend ni du choiz des modes s de S et s’ de 8', ni de la permutation
7w € Perm (Zq) associant leurs degrés.

Démonstration.

Vr € Perm (Zq) , Z a (XEv X;(E)> (3.21)
kEZq

= > W —x5) (3.22)

keEZy
d—1
= Z X;(E) - Xz par associativité (3.23)
kezZy k=0
d—1
=) x;@)) -0 x) (3.24)
keZy k=0
= ( Z X/E) —( Z X%) par sommation sur un indice muet
k€Zq k€Za
(3.25)
= Z (X — x3) par associativité (3.26)
keZy

O
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Pour autant que c et d soient premiers entre eux, le nombre scalaire d’alté-
rations A (8, S) parcourt entier du groupe cyclique Z, sous action du groupe
des transpositions. Autrement dit, chaque membre de la classe de transposition
présente un nombre d’altérations différents, et 'orbite couvre toutes les valeurs
possibles.

Lemme 2. Sile cardinal d des échelles et ¢ du total chromatique sont premiers
entre euz, alors quelles que soient les échelles S,S' € S choisies, limage de A
parcourt l’ensemble de son co-domaine, sous l’action du groupe des transposi-
tions.

(A1) pez) =z (3.27)

Démonstration.

EEZ@
= > (T () — xz)

heta (3.28)
= Xk + b Z Xk

k€Zq keZy
=d-b+ > (X —xz)

EEZd
O

Corollaire 1. Si < d,c >= 1, il existe une unique transposition Ty qui centre
S’ surS.

<cd>=1=3neZ :A(ST;(S)) =0 vS,S' € (3.29)

Les gammes heptatoniques ({7,12) = 1) satisfont les conditions pour trouver
un membre centré dans chaque classe de transposition d’échelle .

Lemme 3. L’échelle 8’ de cardinal d impair est centrée dans sa représentation
diatonique ssi ses altérations chromatiques sont équilibrées.

Y =0s> a=0 (3.30)

kEZd kEZd

Démonstration. Ceci est une conséquence des relations entre altérations chro-

matiques et degrés diatoniques (3.15) et (| -
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1. ZEEZd (S/E =0= ZEEZUZ a/% =0.

&+ |2
Z(S/E: Z L%}QJJ (3.31)
k k€Zq k
_ L—LSJ; 5, ols) +d1 sl (3.32)
d| _ d d d
N LLQJ clz+ L2JJ N LLzJ Z LzJJ (3.33)
=0404---4+0+0 d est impair (3.34)
iy (3.35)

Or, d’apres ,
S o= 6> seny (af) - dg, (af) =0+0=0. (3.36)
k k k

2. ZEEZd alE =0= ZEEZd 5% =0.

Y = 3 G5+ s, () - (o) (337

kE€Zqg k€Zqg
= Z op + Z sgny, (ar) - dz, (af) (3.38)
k€Za k€Za
= Z o0z +0 par hypothese
EEZd
(3.39)
=0 (3.40)
O

3.3.4 Distributions compactes

Avec le centrage de ’échelle S’ autour de ’axe de ré, nous n’avons réalisé
que la premieére étape de la construction. Il reste & trouver lequel des d modes s’
et laquelle des d! associations 7w entre degrés de S et de S’ donne lieu au vecteur
diatonique le plus compact.

Notons d’abord que Perm (Z4) contient les d permutations circulaires cha-
cune correspondant & un mode différent, et que choisir de maniére arbitraire
un seul mode s’ suffit, pour autant que nous passions en revue toutes les d!
associations possibles.

Il reste ensuite a définir une relation d’ordre sur I’ensemble des vecteurs
d’altération A4 comme de degrés diatoniques D, qui permette de décider quel
vecteur est inférieur a quel autre, de sorte & pouvoir engager un processus de
minimisation dans les deux espaces, chromatique et diatonique, et vérifier que
ces minimums obtenus séparément correspondent bien.
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La relation d’ordre entre vecteurs est définie de la méme maniere pour les
deux espaces. L’idée est d’éviter d’abord les altérations multiples (double-dieses,
triple-bémols) puis de limiter le nombre d’altérations inférieures jusqu’au cas du
simple diese ou bémol.

Définition 22. La comparaison entre deur vecteurs * = (¥3)gez, €t z =
(x/E)EeZd d’un méme espace del(Z) se déroule suivant les étapes suivantes :

1. Prendre la valeur absolue de chaque composante xz — ’xﬂ et 1}%

’aﬂ = ch (ag) (341)
‘(5%’ = dZ (CLE) (342)
2. Ranger les composantes par ordre décroissant
j:: (’l"o(a),..., J}‘O(ﬁ)) (343)
ot o est la permutation rangeant les composantes par ordre décroissant
|x|0@ > |x|0(k—_~_1),Vk€0,...,d72 (3.44)

3. Comparer lexicographiquement les deux vecteurs ainsi obtenus.

F1c. 3.3 — Association 7 (fleches aux traits pleins) entre degrés des échelle
diatonique S; et Sy. Les deux altérations chromatiques sont figurées par des
fleches en pointillé.

Bien que construites selon la méme procédure, les relations d’ordre dans ’es-
pace diatonique D n’en impliquent pas forcément dans ’espace chromatique des
altérations A et vice-versa, surtout s’ils sont associés a des échelles différentes.
De plus, Les degrés diatoniques distinguent plus finement les altérations que ne
le fait le vecteur d’altérations chromatiques, pour lequel dieses et bémols ont le
méme poids quelle que soit a note a laquelle ils sont rattachés. Ceci n’est pas
vrai dans le monde diatonique : un si bémol est plus proche du ré qu'un si diese,
et un fa diese qu’'un fa bémol. Les altérations des armatures habituelles sont
ainsi privilégiées.
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Exemple 11. Quelques contre-exemples pour illustrer qu’une relation d’ordre
dans un espace n’est pas forcément réalisée dans I’autre.

1. Pour les deux échelles différentes Sy # Ss,
0 (82) <é (83) 7@ a (82) <a (83) (345)

En effet, des degrés diatoniques différentes peuvent correspondre da un jeu
d’altérations de méme ordre.

(8,5) w/ (Drez,  (@)rez,
0 f4 1
2 -2 0
4 - -1 0
- 01 23 4156 he
(82,5)() 0 0
5 01 23 456 1 0
8 2 0
10 —4 )
0 4 1
1 -2 0
4 - - o -1 0
- 01 234156 he
(83,5)() 0 0
5 01 23 4156 1 0
9 -5 -1
10 3 0

2. La réciproque n’est pas vraie non plus. Pour deux échelles différentes Sy #
86+7
a (85) <a (86+) # o (55) <o (86+) (346)

En effet, des degrés diatoniques peuvent présenter un ordre inverse de celus
des altérations.

(8,8 u (05 %ez, (a/E)EeZg
_ 4 t i
1 5 1
i - -1 0
= 01 2 3 4 5 6 A
<S5,5)() ’ !
= 01 2 3 4 5 6 1 0
3 -5 -1
11 —4 —1
_ t '
0 ! 1
2 —2 0
4 = T 5 m % F =& -1 0
(S 5 1) 01 2 3 4 5 6 0 0
6+ 5 0123 456 6 0
6 -1
5 : 0
10 3 0
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3. A échelle Ss7 égale, un élargissement de la distribution diatonique ne cor-
respond pas forcément a des altérations chromatiques supplémentaires.

0 (837) < 6/ (837) ?5} a (837) < a’ (837) (347)

(&, Slz 7’ (‘%)Eezd (a/EZEeZg
3 18 3
5 -2 0
6 . -1 0
= 01 2 3 4 5 6 —
s | T ( ) = =
3 4 0 2 1 3 5 6 1 0
9 9 1
10 3 0

g _3 t 6 t
5 -2 0
6 - = 5 = = = -1 0
= 01 2 3 4 5 6 —
Ssrs | 7 D ( 2220 ) —91 —3
3 5 2 0 1 3 4 6 1 0
9 30 4
10 —4 —1

En revanche, a échelle égale, ’ajout d’altérations contribue forcément & un
étalement de la distribution diatonique.

Lemme 4. Soient une échelle S’ € S¢ de cardinalité d impaire, son mode s'
et deur permutations w, & € Perm (Zq) produisant une infériorité stricte dans
lespace des altérations chromatiques. Alors il leur correspond forcément une
infériorité stricte dans l’espace des degrés diatoniques.

a(s,m)<a(s,7)=46(s',m)<d(s,7) (3.48)

Démonstration. Si a := a(s',7) < @ := a(s',7) alors il existe une degré k
agissant sur l'ordre lexicographique pour lequel vaut 'inégalité suivante :

dz, (CLE) < dg, (dﬁ) (3.49)

Il est clair que l'ajout d’une altération de méme signe a un degré déja altéré
fera bondir le degré diatonique correspondant de d. Le cas des degrés pas encore
altérés demande un traitement plus soigneux. Il faut vérifier que 'ajout d’'un
dieses au degré le plus négatif (p. ex. fa), ou d’un bémol au degré le plus positif
(p. ex. si) fera sortir le degré de 'étendue diatonique des notes non altérées.
Ceci arrive uniquement pour une cardinalité impaire : d = 2n + 1. Prenons le
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cas de l'altération positive (I’ajout d’un bémol se traite de fagon symétrique).

d 2 + 1
I3l Hd=—T5= 1
2n+1

=—| 5 J+2n+1

1
an+§J+2n+l

=-n+2n+1 (3.50)
=n+1
>n
2n+1
=

]

O

La figure montre la complexité des relations d’ordre entre degrés dia-
toniques et altérations chromatiques. Celle-ci disparait des lors que l'on se
concentre sur leur infimum. C’est également ce cas qui nous intéresse pour
construire le représentant 6* de la classe d’échelles.

Définition 23. Soient deux échelles S,S' € S¢ centrées A(S,S') = 0, et
leurs modes s respectivement s'. L’association minimale 7 entre leurs degrés
correspond a la permutation qui donne lieu a un vecteur de degrés diatoniques
minimal.

T = Argmin, ¢ peypzy) 0 (5, 5'7) (3.51)

Une seule permutation permet d’atteindre le minimum. L’association opti-
male est donc bien définie dans le cas d =7, ¢ = 12.

Lemme 5. Soient deuz échelles S,S' € STy leurs modes s et s'. Le vecteur de
degrés diatoniques défini par l’association minimale est unique.

d(s,s',7*)<d(s,8,m), Vme Perm(Zg)\7* (3.52)

Démonstration. Par vérification empirique sur les 5040 permutations (voir les
tableaux a[A.1). Le vecteur de degrés diatoniques minimal est effectivement
unique, une seule permutation permet de ’atteindre. O

Choisir les degrés diatoniques les plus resserrés garantit un minimum d’altéra-
tions. La définition (3.51) aurait tout aussi bien pu reposer sur les vecteurs
d’altérations.

Lemme 6. Soient deuz échelles S,S’ € S, leurs modes s et s'. L’association
minimale est associée au vecteur d’altérations minimal.

) /a ) = i ) /a 3.53
a(s, s ) Fepgﬁl(Zd)a(s s, ) (3.53)
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F1G. 3.4 — Ordre des degrés diatoniques 8’ et ordre des altérations chromatiques
a’ associés aux 5040 permutations de Perm (Z7), dans le cas de I’échelle Ssp.
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Démonstration. Par vérification empirique sur les 5040 permutations (voir les

tableaux a . O

L’unicité de I'association minimale et le lemme [4 garantissent que le vecteur
d’altérations minimal est également unique, qu’il n’est réalisé que pour une
unique association, la minimale.

Nul besoin de parcourir les d! permutations de Perm (Zg4) pour trouver la
solution de ce probleme d’optimisation. Le lemme suivant garantit que ’associa-
tion minimale réside parmi les permutations cycliques de I’identité. Sur un plan
algorithmique, ceci garantit une croissance linéaire en d, et du point de vue mu-
sical, I’ordre chromatique des notes est respecté. Il n’arrive jamais qu’une note
soit altérée au point de dépasser une autre.

Lemme 7. Soient deuz échelles S,S' € S? leurs modes s et s'. L’association
minimale est une permutation circulaire de Zq.

mre<o > (3.54)

Démonstration. (Esquisse) Raisonnons par I’absurde. Si 7* n’est pas un per-
mutation circulaire, alors elle contient une transposition croisant deux degrés.
On peut supposer sans restreindre la généralité de la démonstration qu’il s’agit
des deux premiers degrés : 7 = (0 1). Sinon, une permutation circulaire suffit
a retrouver ce cas. Les distances ou valeurs absolues étant plus difficiles & ma-
nipuler que les carrés, on leur préférera ces derniers pour donner une idée de
comment les altérations peuvent croitre en croisant les degrés.

= () — x1)? + () — x0)° (3.55)
= (xo — x1)” + (xi — x0)” (3.56)
= [(xo — x0) + (xo = x)I + [(xi — x1) + (a1 — xo)? (3.57)
= (X6 — x0)% +2(x06 — x0)(x0 — x1) + (x0 — x1)* (3.58)
+ (X1 = x1)? 20 — x1)(a = xo0) + (xa — x0)® (3.59)
= (xo — x0)* + (Xt — x1)* + 201 — x0) (x1 — x0) (3.60)

Permuter des degrés déja alignés dans le bon sens (celui du graphe dirigé) contri-
bue a augmenter le vecteur d’altérations. O

Cette conservation de 'ordre des notes explique pourquoi deux altérations
seulement sont suffisantes pour décrire toutes les échelles. L’intervalle maximal
entre deux degrés contigus de la gamme diatonique, en l'occurrence un ton
entier, pose une limite aux altérations.

Une procédure pour construire la cloche peut étre de partir d’un catalogue
existant comme celui de Forte. Il s’agira de détecter les prime-forms qui ne sont
pas des palindormes pour atteindre les 66 classes par transposition si I'on ne
veut pas se restreindre au 38 par transposition/inversion. La construction d’une
représentant de la cloche s’opeére rapidement en cherchant d’abord laquelle des
douze transpositions centre I’ensemble sur ré, puis laquelle des sept permutations
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cycliques des indices minimise les altérations, soit un total de 19 opérations dans
le pire des cas. On sait en outre que le résultat existe et qu’il est unique.

3.4 Conditions sur les cardinalités

Un bref rappel des conditions posées sur les cardinalités d et ¢ met une fois
de plus en lumiere les bonnes propriétés du couple sept-douze, et peut servir a
définir de nouveaux couple pour la musique micro-tonale.

1. Existence d’un générateur et d’une échelle monogene : (¢, d) = 1.
2. Pas de modes a transposition limitée : d premier.

3. Existence d’une échelle diatonique compacte et centrée : d impair.
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Chapitre 4

Caractéristiques des
échelles

Les déplacements le long de I'axe vertical de la cloche correspondent a des
opérations connues du solfege et fournissent une mesure de la couleur du mode.
L’axe horizontal indique le rang des échelles d’apres 'ordre linéaire défini a la
section [3| Il fait intervenir des objets pour lesquels il n’existe pas encore de
théorie aussi bien établie, son interprétation est donc plus problématique. Les
positions opposées qu’y occupent les deux échelles diatonique (Si, en premiere
position) et chromatique (Ssg en derniére position) pourraient faire penser a une
mesure du caractere diatonique ou chromatique des échelles. Une maniere de le
vérifier est de s’assurer que d’autres indices de “diatonicité” viennent confirmer
cette hypothese.

Ces indices peuvent se trouver dans le répertoire existant. Le composi-
teur Anatol [Vierul (1980) a proposé une telle mesure, appelée dia/chro. Et
les recherches dans le domaine peuvent en inspirer de nouvelles. La littérature
américaine peut servir de point de départ, si I'on construit des mesures in-
diquant de combien une échelle s’éloigne de la gamme diatonique en ne parta-
geant pas 1'une de ses nombreuses propriétés, comme par exemple sa (meilleure)
répartition. L’idée est de développer une mesure dont la gamme diatonique se-
rait un extréme, résultat d'une optimisation sur I'espace des échelles ST,. La
théorie diatonique américaine est résumée dans le livre de |Johnson| (2003). Elle
releve plusieurs aspects de la gamme diatonique : c’est la mieux répartie autour
du cercle chromatique (Clough and Douthett, [1991). Elle est générée par un
cycle de quartes ou de quintes, qui plus est, en termes diatoniques, cet inter-
valle apparait sous un type unique, ce qui en fait une échelle monogéne et bien
formée (Carey and Clampitt} |1989)). Le nombre de notes communes est différent
pour chaque transposition, c¢’est une échelle profonde (Gamer, 1967bja; Browne,
1981)). L’échelle diatonique présente finalement la particularité de réaliser autant
d’accords triadiques différents que le nombre de notes qui le composent (cardi-
nalité égale variété), et le nombre de chacune des réalisations correspond & un

95
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intervalle dans le cycle des quintes (structure implique multiplicité). Ces deux
dernieres propriétés découlent d’une troisieme, appelée Myhill, qui stipule que
chaque intervalle diatonique (tierce, quarte, etc...) existe exactement en deux
réalisation chromatiques (mineur/majeur, juste/diminué, juste/augmenté). Le
probléeme est qu’aucune des ces propriétés n’est une exclusivité de I’échelle dia-
tonique, comme le montre le tableau[d.1] En revanche, sa particularité est de les
cumuler. Une définition de la diatonicité proposée par Agmon repose sur deux
criteres fort semblables & ce que les Américains ont baptisé Myhill, mais avec
une exigence supplémentaire, propre a ’échelle diatonique uniquement.

propriété pentatonique par tons diatonique chromatique octotonique

ME v 4 v v
GEN v 4 v v

WF v v v v

MH v v 4
CEV v v 4

SIM v 4 v

DS v v

TaB. 4.1 — Les propriétés des échelles pentatonique (5 notes), par ton (6
notes), diatonique et chromatique (7 notes) et octoctonique (8 notes). ME (bien
répartie), GEN (monogene), WF (bien formée), MH (Myhill), CEV (cardinal
égale variété), SIM (structure implique multiplicité), DS (profondeur d’échelle).

Les contributions de |Quinn, (2004)) et [Amiot| (2007)) montrent comment la
transformée de Fourier permet d’unifier les aspects les plus géométriques de
la théorie diatonique. Des indices ou mesures a caractere géométrique peuvent
étre définis pour mettre en lumieére les échelles qui présentent des configurations
particulieres.

4.1 Indices

Une des particularités de la gamme diatonique est sa bonne répartition au-
tour du cercle chromatique Z.. Lorsque d divise ¢, les degrés peuvent étre dis-
posés de maniére parfaitement homogene. Ce n’est pas le cas des échelles a sept
notes, pour lesquelles les notions géométriques de symétrie, de régularité et de
qualité de la répartition different, au contraire de la gamme par tons (d = 6)
qui les réunit toutes. Les quatre indices qui suivent tentent chacun de capturer
un des aspects de la bonne répartition.

4.1.1 Distance euclidienne

De toutes les dispositions de points le long d’un cercle, le polygone régulier
est la configuration qui réalise la distance euclidienne maximale entre eux. Il
est possible de mesurer de combien s’approche une échelle de cette situation
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idéale en calculant la distance moyenne entre degrés. Afin de conférer une struc-
ture géométrique d’espace normé au groupe cyclique, construction purement
algébrique, on ’associe au cercle unité S' au moyen de 'application suivante,
qui le plonge dans le plan complexe.

z: %, — C

— 2T =
T — et e®

(4.1)

Au contraire de la représentation habituelle de Z. sous forme d’horloge, 0 ne
se trouve plus a midi, mais a trois heures, sur 'unité de 'axe réel. Le sens
du déplacement n’est plus celui des aiguilles d’'une montre, mais le sens positif
couramment utilisé par les mathématiciens.

d:S8¢—R
S — cZ(S) = Z |eizTWX, — eizTﬂX| (4.2)
X x'€S
Définition 24. La distance euclidienne normalisée d’une échelle S € S¢

est la distance euclidienne moyenne entre ses degrés rapportée a la méme valeur
calculée pour le polygone régulier S* a d sommets.

§:8% —(0,1)
_ d(S)
~d(S¥)

ke{o,...,ﬁ}}

Le réseau de distances entre les sept points de chaque échelle forme un graphe
complet K7 dont la longueur des arrétes varie selon la disposition des sommets
autour du cercle unité (fig. . Dans cette maniere d’exprimer la distribution
des points, ’échelle diatonique apparait effectivement comme étant la mieux

répartie (fig. [1.2)).

S— §(S)

| i2m L
ot S* = {6127r12k

4.1.2 Symétrie

Le premier coefficient de la transformée de Fourier indique le degré de
symétrie de la disposition des points. En effet, la somme vectorielle des vecteurs
unitaires reliant ’origine a chacun des degrés s’annule pour une disposition par-
faitement symétrique. Le module indiquera la distance a l'origine, la phase la
direction du centre de gravité des degrés de ’échelle (fig. .

Définition 25. L’indice de symétrie d’une échelle S’ est le module du pre-
mier coefficient de la transformée de Fourier discréte de sa fonction indicatrice.

o:8F — Ry
Sr— o (S) = |F{1s}[1]|

Plus la valeur de I'indice o est faible, plus ’échelle est symétrique. L’échelle
diatonique S ne réalise pas le minimum de o (fig. .

(4.3)
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Echelle diatonique Heptagone régulier

Fia. 4.1 — Distances euclidiennes dans le plan complexe, symbolisées par les
lignes rouges. Cas idéal de I'heptagone régulier S* et meilleure approximation
par I’échelle diatonique S;.

00 02 04 06 08 10

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37

Distance euclidienne normée

Echelle

FIG. 4.2 — Indice de répartition § en fonction des 38 classes d’échelles de ST, /D12.
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Echelle double harmonique Echelle chromatique
C C Im
Re
Re
St St
o = 0.000 o =3.732

F1G. 4.3 — Le premier coefficient de la transformée de Fourier de la fonction
caractéristique équivaut a une somme vectorielle de vecteurs unitaires dans le
plan complexe. Cas parfaitement symétrique de I’échelle double harmonique Ss,
et le moins symétrique, celui de ’échelle chromatique Ssg.

3

Symétrie
2

1

9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37

Echelle

FIG. 4.4 — Indice de symétrie o en fonction des 38 classes d’échelles de S7y/D1a.
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4.1.3 Périodicité

La périodicité est exactement ce que détecte la transformée de Fourier. Plus
le module d’une composante dont I'indice k est un diviseur de c est élevé, plus
la fonction caractéristique sera périodique de période £ (fig. |4.6).

Définition 26. L’indice de périodicité w d’une échelle S est le module mai-
mal des composantes de la transformée de Fourier dont l’indice divise c.

r:8 — R
Sr—7(8):= mk%:X!f{]lg}[EH (4.4)

Il est essentiel de considérer la composante sur laquelle |]-' {]ls}| prend son
maximum uniquement parmi celles qui divisent ¢. En effet, toutes composantes
confondues (excepté 1), le maximum des coefficients de 1’échelle diatonique Sy
est le plus élevé, mais celui-ci est réalisé pour la composante 7 qui fait partie

des unités Z.* (fig. .
Echelle unitonique sensible  Echelle diatonique

090 eCeo

o .@ O, -

OBC rO Os @)
. A G . . A G .
OCeO CeO

nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Fi1G. 4.5 — Exemples de mesure de la périodicité m d’une échelle. L’unitonique
sensible S; contient 1’échelle par tons, parfaitement réguliere. C’est elle qui ob-
tient le meilleur score.

4.1.4 Répartition

La notion de gamme la mieux répartie peut s’exprimer en fonction du module
du d-ieme coefficient de la transformée de Fourier, pour autant que ¢ et d soient
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) I|I|||‘|II‘|IIIII|||I‘|III|I|III|IIIII

9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37

3

Périodicité
2

1

Echelle

FIG. 4.6 — Indice de périodicité 7 par classe de Sfy/D12.

premiers entre eux, une condition déja rencontrée a plusieurs reprises. Ce coef-
ficient devient maximal pour I’échelle la mieux répartie, & savoir la diatonique

(Amiot} [2007)).

Définition 27. L’indice de répartition ¢ est calculé d’aprés le module du
d-ieme coefficient de la transformé de Fourier, a condition que c et d soient
premiers entre eut.

£:8¢ —R

_ 4.5
Sr—e(S) = |}"{]lg}[d]| (45)

Il s’agit du méme principe que pour la mesure de la symétrie, sauf que les
indices ont été permutés par la transformation affine M= (fig. . Si ’échelle
diatonique S; obtient le meilleur score, 'autre extréme n’est pas ’échelle chro-
matique Ssg, mais la double harmonique Ss qui s’était déja distinguée par la
meilleure symétrie (fig. . Il faut dire que cette échelle possede la particula-
rité d’étre conservée par toute transformation affine. Les deux mesures o et &
coincident pour Ss.

4.1.5 Mesure dia/chro d’Anatol Vieru

Le compositeur Anatol Vieru a proposé une mesure du caractére plutot dia-
tonique ou chromatique d’une échelle définie comme le rapport entre le nombre
de segments formés par des degrés contigus entre les cercles chromatique et
diatonique, aprés une multiplication par 7 (fig. . De fagon plus formelle,
en utilisant le langage de la théorie des graphes, cet indice est le rapport du
nombre de composantes faiblement connectées N des graphes induits par le
sous-ensemble diatonique et chromatique.

k:SY—Q
Dy, [S] (4.6)

8 r8) = 5 e (5)
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Echelle diatonique Echelle chromatique
C Im C Im

\/[\lge Re

St St
€ =3.732 € =0.268

Fi1G. 4.7 — Mesure de la répartition € de S; et Sss.

3

Répartition

1

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37

o

Echelle

FIG. 4.8 — Indice de répartition ¢ en fonction des 38 classes d’échelles de ST, /D12.



4.1. INDICES 63

Il parvient ainsi a dégager 11 classes, parmi lesquelles les échelles diatonique et
chromatique occupent effectivement des valeurs extrémes, et ceci de fagon isolée

(fig. [4.10).

Cercle chromatique Cercle diatonique

0Ce@ eCe
O. " .0 O, ° .0
‘B FO OB F‘
‘ A G O ‘ A G O

oo 00O

F1G. 4.9 — Mesure dia/chro d’A. Vieru pour ’échelle So7. Le nombre de segments
ou composantes chromatiques est de 3, il y en a 4 diatoniques, leur rapport vaut

donc £ (Sy7) = 3 = 1.3.

Les dix échelles “auto-affines” (conservées par une multiplication par 5 ou 7)
présentent autant d’ilots chromatiques que diatoniques, leur mesure vaut alors 1,
soit 0 sur I’échelle logarithmique (fig. . Six autres échelles présentent cette
propriété sans forcément étre symétriques sous 'action du groupe affine : les
trois paires d’échelles en Z-relation. Le reste des échelles forme des paires dont
les mesures sont exactement les inverses (opposés sur 1’échelle logarithmique).

Dia/chro [log]

-1

° IIII.IIIII.

-2

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37

Echelle

FIG. 4.10 — Indices dia/chro en fonction des 38 classes d’échelles de ST, /D1s.
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4.2 Comparaison entre indices

Les indices présentés dans cette section ne mesurent pas tous les mémes as-
pects des échelles, comme 'atteste I’étalement des nuages de points dans les gra-
phiques de la figure On note que le rang de 1’échelle, la distance euclidienne
et la symétrie présentent des tendances similaires. Un défaut des trois dernieres
mesures est ’étendue relativement limitée de la plage de valeurs qu’elles peuvent
prendre (seulement sept pour € et 7). La mesure diachro, théoriquement sans
restriction, n’exhibe que 11 valeurs différentes. Le jeu de permutation des in-
dices par la multiplication par sept apparait clairement dans le graphique o ~ ¢,
symétrique par rapport a la diagonale.
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F1G. 4.11 — Comparaison des indices : rang de 1’échelle (numéro de colonne dans
la cloche), distance euclidienne J, symétrie o, périodicité m, bonne répartition
¢ et mesure dia/chro x des 38 classes d’échelle de ST, /D12. Chaque graphique
du tableau représente un croisement entre deux indices. Toutes les combinaisons
possibles y figurent, la diagonale indiquant de quelle paire il s’agit. Ce tableau est
symétrique, sauf que les axes se trouvent échangés entre ses moitiés supérieure
et inférieure.



66

CHAPITRE 4. CARACTERISTIQUES DES ECHELLES



Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Autant une théorie est-elle nécessaire pour batir une représentation, autant
de nouvelles théories peuvent-elles émerger si ’on dispose d’outils de visuali-
sation permettant d’en découvrir des aspects encore ignorés. Ce travail pose
les bases d’une formalisation mathématique de la cloche diatonique, ouvrant la
voie a son utilisation pour 1’étude et ’exploration des échelles. Une premiere
réalisation concrete de cette idée est I'atlas des modes en ligne :

http://www.cloche-diatonique.ch/

La cloche diatonique peut étre considérée comme une réconciliation entre
théories tonale et atonale, une sorte de continuité ou de synthese telle que sou-
haitée par Costere (Costere, |1962)). Elle se sert des outils et du formalisme de
la set theory, congus pour 1’étude de la musique atonale de la deuxiéme école
de Vienne, mais y integre le cycle des quintes et la symétrie du ré, notions
essentiellement tonales.

L’axe vertical de la cloche mesure la couleur des modes, une notion bien
établie pour les premieres échelles les plus courantes. En revanche, ’axe hori-
zontal ne permet pas encore une interprétation aussi limpide. L’ordre linéaire
induit par la cloche ne suffit pas a classer les échelles de la plus diatonique a
la plus chromatique. Tous les systemes de classification, soient-ils issus de la
tradition américaine (Forte, Rahn, etc.) ou européenne (Vieru, Mesnage, etc.)
parviennent parfaitement a séparer ces deux podles, mais peinent a traiter les
échelles intermédiaires. La divergence entre les différents indicateurs et les liens
affines semblent indiquer que celles-ci constituent une réalité plus complexe,
pour une description de laquelle une seule dimension n’est pas suffisante. Tou-
jours est-il que la liste d’indicateurs présentée a la section [d] si elle ne parvient
pas a ordonner clairement les échelles, permet d’en stigmatiser certaines aux
propriétés particulierement intéressantes.

Si T'on traduit la procédure de construction des représentants de classe
d’échelle dans le domaine de la mécanique en considérant chaque degré comme
une masse ponctuelle distribuée autour de 'axe de ré, on se rend compte que
la permutation (les altérations) est celle qui minimise les moments des deux
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premiers ordres : le centre de gravité est situé a l'origine (équilibre) et le tenseur
d’inertie est minimal, la distribution étant la plus compacte possible.

Pourquoi se limiter aux échelles a sept notes 7 La construction de la cloche
repose sur 'existence d’une échelle diatonique, chose possible uniquement pour
des échelles dont le nombre de notes est premier avec le total chromatique.
N’entrent alors en ligne que les échelles penta- et heptatoniques, si ’on exclut le
cas des échelles dodécatoniques identiques au total chromatique. Il est également
intéressant de constater que les échelles & six notes constituent I’ensemble le plus
nombreux et a priori le plus riche aussi longtemps que 1’on ignore I’équivalence
par transposition. Or la divisibilité d|c = 6|12 entraine 'apparition de modes &
transposition limitée. Ils réduisent le nombre de classes d’échelles par transpo-
sition au un nombre identique au cas heptatonique, une certaine efficacité qui
justifie le choix de ce dernier, et garantit également 'existence de sept modes
distincts pour chaque échelle.

Les résultats présentés ici n’épuisent de loin pas toutes les possibilités d’in-
vestigations autour de la cloche diatonique. Un grand nombre de questions es-
sentielles restent ouvertes, comme le comportement des accords constitués de
triades dans les échelles exotiques. Les propriétés d’existence de deux types
d’intervalles chromatique par intervalle diatonique (Myhill), de cardinalité égale
variété (CEV) et structure implique multiplicité (SIM) de 1’échelle diatonique se
perdent au centre de la cloche, pour se retrouver a I’autre extréme chromatique.

La situation privilégiée de la cloche diatonique, au croisement de I’héritage
tonal et des explorations atonales, en fait une source particulierement riche de
réflexions. Elle a donné lieu a une collaboration active entre le Conservatoire
de Lausanne-Haute Ecole de Musique et I'Equipe Représentations Musicales
de 'TRCAM-Centre G. Pompidou. C’est dans ce cadre appelé a se développer
que s’inscrit ce stage, et la formalisation mathématique des travaux initiaux de
Pierre Audétat a bénéficié des conseils et de la longue expérience que ce musicien
a du sujet.

Le contenu du chapitre [4] a déja fait 'objet d’une présentation lors de la
journée dédiée aux aspects musicaux, cognitifs et mathématiques de la théorie
diatonique, qui s’est tenue dans le cadre du séminaire MaMuX| le 25 avril 2008
a 'TRCAM. A cette occasion, les remarques et critiques pertinentes d’Eytam
Agmon ont permis de mieux cerner les contours théoriques de la cloche, sa force
et ses limites, et d’en entrevoir les développements futurs.


http://recherche.ircam.fr/equipes/repmus/mamux/CognitionDT.pdf
http://recherche.ircam.fr/equipes/repmus/mamux/CognitionDT.pdf
http://recherche.ircam.fr/equipes/repmus/mamux/

Annexe A

Appendice

A.1 Echelles

Cette section présente le catalogue complet des 66 classes d’échelles. Le
représentant tel que défini dans le chapitre 8]y figure dans le cercle chromatique
prenant son origine 0 en 1é, & c6té des module et phase de sa transformée de Fou-
rier discrete ainsi que des strcutures et contenus intervalliques, tous présentés
sous forme graphique afin d’en faciliter la comparaison.
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A.2 Permutations

Seul un extrait de la liste complete des 5040 permutations de chaque classe
dihédrale est reporté ici. Elle permet de vérifier empiriquement 1'unicité des
associations minimales et le fait que celles-ci sont des permutations circulaires.
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TAB. A.1 — Permutations associées aux assignations entre S1 et &’ :

™

(0123456)
(0123456)
(0123456)
(0123456)
(0123456)
(0123456)
(0123456)
(0123456)
(0123456)
(6012345)
(6012345)
(6012345)
(6012345)
(0123456)
(012345 6)
(0123456)
(0123456)
(0123456)
(0123456)
(0123456)
(0123465)
(0123456)
(0123465)
(0123456)
(0123465)
(0123456)
(0123465)
(0213456)
(0213465)
(6012345)
(601235 4)
(6102345)
(6102354)
(0123456)
(0213456)
(0123456)
(0213456)

(-

(_

(-9
(-

@Q@)

-3- )
4-2-10124)
5-2-10134)
-5-3-10135)
5-4-10145)
6-2-10234)
6-3-10235)
6-4-10245)
6-5-10345)
7-2-11234)
7-3-21236)
7-4-21246)
7-5-21346)
(-8-3012305)
(8-3-21237)
(-8-4-31257)
(8-6-32357)
(-8-3-20238)
(-8-5-30358)
(-:9-4012406)
(-16012346)
(9-4-11247)
(-16-112347)
(-:9-4-31267)
(-16-312367)
(-:9-4-101409)
(-16-101349)
9-4-3-101 16)
16-3-101 3 16)
(-:9-7-414609)
(-16-713469)
7-4-31616)
16 -7-313 6 16)
(-10-5013506)
(1701235 6)

(-10-5-103 5 8)

(-17-102358)
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/
(aO(E))
(0000000)

(-1000001)
(-1000001)
(-1000001)
(-1-100011)
(-1000001)
(-1000001)
(-1-100011)
(-1-100011)
(-1000001)
(-1000001)
(-1-100011)
(-1-100011)
(-1000001)
(-1000001)
(-
(-1-100011
(-1000001)
(-1-100011)
(-1-100011)
(-2000011)
(-1-100011)
(2000011)
(-1-100011)
(2000011)
(-1-100011)
(-2000011)
(-1-100002)
(-2000002)

1-100011)
)

((1-1-10111)
(-2-100111)
(-1-1-10012)
(-2-10001 2)
(-1-100011)
(200001 1)
(-1-100011)
(200001 1)

> 5|05
12
14
16
18
20
18
20
22
24
20
24
26
28
22
2
30
34
26
32
26
32
28
34
32
38
28
34
34
40
40
46
46
52
30
34
32
36

résultats obtenus de maniere empirique pour les échelles S; a Sag.
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Sl
27
27
28
28
28
28
29
29
29
29
30
30
31
31
31
31
32
32
32
32
33
33
34
34
34
34
35
35
35
35
36
36
36
36

s

(0123456)
(0213456)
(012345 6)
(0123465)
(0213456)
(0213465)
(0123456)
(0123465)
(0213456)
(0213465)
(0123456)
(0123546)
(0123456)
(0213456)
(0123546)
(0213546)
(0123456)
(0213456)
(012354 6)
(0213546)
(6012345)
(0612345)
(6012345)
(6021345)
(0612345)
(0621345)
(0123456)
(0123465)
(0124356)
(0124365)
(1234560)
(0234561)
(1235460)
(0235461)

(%))
(-10-5-203 6 8)
(-17-202368)

(-10-5-10 15 10)
(-10-5-2-101 17)

(-17-10125 10)

(-17-2-101217)
(-10-8-505 8 10)
(-10-8 -5 -2 0 8 17)

(-17-802 5 8 10)

(-11-6-12457)
(-18-112457)
(-11-6-10459)

(-18-101459)

(-18-2-11479)

(-12-7-23468)
(-19-203468)

(-17-8-202817)

(-11-6-3-105 16)
(-18-3-10 15 16)
(-11-6-2-14709)
(-11 -6 -3 -2 -1 7 16)
(-18-3-2-11716)

(-12-7-213611)
(-12-7-2-11 3 18)

(-19-2013611)

13-8-302319

(_
(-20-3-123712
(_

20-3-102319

(-19-2-101 3 18)
(-13-8-325 7 10)
(-13-8-3-22717)
(-20 -3 -1 25 7 10)
(-20 -3 -2 -1 2 7 17)
(-13-8-323712)

)
)
)

/

(aO(E))
(-1-100011)
(2000011)
(-1-100011)
(-1-100002)
(2000011)
(2000002
-1-1-10111)
-1-1-1001 2)
-2-100111)
-2-100012)
-2-100111)
-3000111)
-2-100111)
-2-10001 2)
-3000111)
3000012
-2-100111)
-2-100012)
3000111
300001 2)
-2-100111)
-3000111)
-2-100012)
-2-100003)
300001 2)
-3000003)
-2-100111)
-2-100012)

3000111)
300001 2)
2-100012)
2-100003)
300001 2)
300000 3)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

>0
34
38
39
36
36
40
46
50
50
54
36
38
36
42
38
44
40
46
42
48
42
42
42
44
42
44
48
52
48
52
48
48
48
48
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TAB. A.2 — Permutations associées aux assignations entre Sy et S’ : extrait des
résultats obtenus de maniére empirique pour les échelles Sa7 a Ss¢.
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S/
7
37
37
37
37
37
37
37
37
37
37
37
37
37
37
37
38
38
38
38
38
38
38
38
38
38
38
38
38
38
38
38

™

(6012345)
(601235 4)
(6021345)
(5012346)
(6102345)
(6021354)
(6102354)
(5021346)
(5102346)
(4012356)
(6201345)
(6201354)
(4021356)
(4102356)
(5201346)
(4201356)
(0123456)
(012346 5)
(0213456)
(0213465)
(0123546)
(0132456)
(0132465)
(0213546)
(0132546)
(0123645)
(0231456)
(0213645)
(0231465)
(0132645)
(0231546)
(0231645)

(¥,

(-14-9-416911)
(-16 -141 36 9 11)
(-14-9-4-11918)
(-21-4-216911)

14-9-4-316 23
16-14-113918

21-4-2-11918

(- )
(- )
(-16 -14 -3 1 3 6 23)
(- )
(- )

21-4-3-21623

(-28-21369 11)

(-14 -9 -4 -3 -1 1 30)
(-16 -14 -3 -1 1 3 30)

(-28-2-113918)
(-28 -3-21 3 6 23)

(-21 -4 -3 -2 -1 1 30)

(-28 -3 -2 -1 1 3 30)

(-15-10 -5 0 5 10 15)
(-15-10 -5 -2 0 15 17)
(-17-1502 5 10 15)
(-17-15-2 02 15 17)

(-15-10-5 0 3 5 22)
(-22-5-305 10 15)

(-22-5-3-2 0 15 17)

(-17-1502 3 5 22)
(-22-5-303 5 22)

(-15-10-5-2 0 3 29)

(-29-3 02 5 10 15)

(
(
(

17-15-2023 29
29-3-20215 17

(-29-302 35 22)
(-29 -3 -2 0 2 3 29)

)
)

22 -5-3-2 0 3 29)
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(a;(z))
(-2-1-10112)
(-2-200112)
(-2-1-10013)
(-3-100112)
(-2-1-10013)
(-2-20001 3)
(-2-20001 3)
(-3-100013)
(-3-10001 3)
(4000112
(-2-1-10004)
(-2-200004)
(-4000013)
(400001 3)
(-3-100004)
(-4000004)
(-2-1-10112)
(-2-1-10022)
(-2-200112)
(-2-200022)
(-2-1-10013)
(-3-100112)
(-3-100022)
(-2-200013)
(-3-10001 3)
(-2-1-10004)
(4000112
(-2-200004)
(-4000022)
(-3-100004)
(-4000013)
(-4000004)

>0
54
60
56
54
60
62
66
56
60
60
62
68
62
66
62
68
60
64
64
68
60
60
64
64
60
64
64
68
68
64
64
68

> rla
8
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TAB. A.3 — Permutations associées aux assignations entre S; et S’ : extrait des

résultats obtenus de maniere empirique pour les échelles S37 & Sss.
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